
Gymnasium Liestal Maturpr�ufungen 2007Mathematik Classes 4FIS/4GL/4MS/4SZ/4Wa/4Wb/5KSWRemarques: La dur�ee de l'examen est de 4 heures.Commen
ez 
haque exer
i
e sur une nouvelle feuille.Moyens: Cal
ulatri
e, formulaire et un di
tionnaire fran�
ais-allemand.R�epartition des points: Exer
i
e 1 2 3 4 5 6 TotalPoints 8 5 10 12 10 5 50Exer
i
e 1: AnalyseSoit f une fon
tion polynomiale qui satisfait les 
onditions suivantes :(i) f(4) = 2,(ii) f 0(4) = 0,(iii) f 00(x) < 0 pour tout x 2 R,(iv) R 60 f(x)dx = 0.Just�ez de fa�
on pr�e
ise et 
ompl�ete vos r�eponses aux questions suivantes.a) Combien f a-t-elle de points d'in
exions? (1P.)b) Combien f a-t-elle d'extremums? (2P.)
) Combien f a-t-elle de z�eros? (2P.)d) D�eterminez une fon
tion f qui satisfait toutes les 
onditions de (i) a (iv). (3P.)Exer
i
e 2: D�esint�egrationUne substan
e 
himique est 
hau��ee. Au temps t = 0 la substan
e 
ommen
e �a brûler. Sa massem(t), dont la valeur est m(0) au temps t = 0, diminue au 
ours du temps selon la loi:m(t) = m(0) � 2et1 + e2t (t en minutes)Donnez tous vos r�esultats dans 
e qui suit ave
 une pr�e
ision d'une d�e
imale.a) Quelle pour
entage de la masse initiale a �et�e brûl�ee apr�es 1 minute? (1P.)b) Apr�es 
ombien de minutes 99:9% de la substan
e a �et�e brûl�ee? (1P.)La d�eriv�ee de la fon
tion m(t) s'interpr�ete 
omme la vitesse de 
ombustion de la masse m (lavitesse �a laquelle brûle la masse).
) Quelle est la vitesse de 
ombustion de 
e pro
essus 
himique au temps t = 0? (1P.)d) �A quel instant t la vitesse de 
ombustion est-elle en valeur absolue la plus grande? (1P.)e) Comparez vos r�esultats 
) et d) ave
 les propri�et�es d'une d�esint�egration exponentielle. (1P.)
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i
e 3: Fon
tion logarithmea) Soit la famille de 
ourbes donn�ee par l'�equationy = fa(x) = k � ln(x + 1)(x+ 1)2 pour x > 0 et k > 0:a1) Tra
ez le graphe de la 
ourbe de 
ette famille 
orrespondant �a k = 10. (1P.)a2) Montrez que toutes les fon
tions de la famille de 
ourbes ont un extremum de 
oor-donn�ee x identique.Que valent les valeurs y de 
es extremums? (1P.)a3) D�eterminez k de fa�
on que l'aire Aa du mor
eau de surfa
e Fa qui s'�etend �a l'in�ni etqui est d�elimit�e par la fon
tion fa(x) et l'axe-x ait une le valeur de 9. (1P.)a4) Quelle est la valeur du volume Va engendr�e par la rotation autour de l'axe-x du mor
eaude surfa
e Fa 
i-dessus? Pour 
ette partie d'exer
i
e la valeur k = 9 est utilis�ee. (1P.)Les parties d'exer
i
es b) et 
) suivantes peuvent être r�esolues ind�ependamment l'une de l'autre.Pour 
es derni�eres la valeur k = 9 est aussi utilis�ee.b) D�eterminez pour la fon
tion d'�equationy = fb(x) = p � q3 � x(x + q)3 pour x > 0 et q > 0les 
oeÆ
ients p et q de fa�
on que- le graphe de fa(x) et fb(x) ont la même pente pour x = 0 et- l'aire Ab du mor
eau de surfa
e Fb, qui s'�etend �a l'in�ni et qui est d�elimit�e par legraphe de fb(x) et par l'axe-x, a la même valeur que Aa. (3P.)
) Soit la fon
tion donn�ee par l'�equationy = f
(x) = 5x(x + 1)2 pour x > 0:
1) Cal
ulez pour la fon
tion f
(x) l'aire A
 du mor
eau de surfa
e F
 qui s'�etend �a l'in�niet qui est d�elimit�e par le graphe de f
(x) et l'axe-x.
2) Quelle est la valeur du volume V
 obtenu par rotation du mor
eau de surfa
e F
 autourde l'axe-x?
3) Justi�ez le r�esultat de A
 en d�eterminant les fon
tions int�egrales de fa(x) et f
(x),soit respe
tivement Ia(x) = R x0 fa(t)dt et I
(x) = R x0 f
(t)dt , ainsi que leur
omportement quand x!1. (3P.)
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i
e 4: G�eom�etrie Ve
toriellea) Soit le plan � : x + 2y + 2z = 12, ainsi que les points P (6 j 1 j 2) et F1(12 j 5 j 4).a1) Dessinez la tra
e du plan � dans un syst�eme de 
oordonn�ees. (1P.)a2) D�emontrez ensuite que P appartient au plan � et marquez 
e point sur votre dessin.(1P.)a3) D�eterminez les 
oordonn�ees d'un point S du plan � dont la distan
e au point F1 est laplus petite. (2P.)(Si vous n'y parvenez pas, utilisez le point S(8 j 2 j 0) pour le reste de l'exer
i
e).b) Les parois, le plafond et le sol d'une 
hambre de forme 
ubique sont donn�es par les troispaires de plans suivants:x = 0 und x = 12 y = 0 und y = 12 z = 0 und z = 12:Au travers de la 
hambre il y a une toile d'araign�ee (Spinnennetz ) qui se situe dans le plan� (unit�e: m�etre).b1) Deux mou
hes pos�ees sur les parois de la 
hambre ne peuvent pas se voir 
ar unearaign�ee situ�ee au point P , sur sa toile, fait obsta
le. La premi�ere mou
he se trouve aupoint F1, la se
onde est sur une des parois au point F2(a j 0 j b). D�eterminez la positionde la se
onde mou
he, 
'est-�a-dire les nombres a et b. (2P.)Si vous n'y parvenez pas, utilisez le point F2(3:6 j 0 j 3:2) pour le reste de l'exer
i
e.b2) L'araign�ee se d�epla
e sur sa toile jusqu'au point S. De 
ette position l'araign�ee parvienten
ore tout juste �a 
onserver les deux mou
hes dans son 
hamp de vision. Quelle est lalargeur de son 
hamp visuel, 
'est-�a-dire : quel est l'angle, au degr�e pr�es, de son 
hampvisuel? (1P.)b3) L'araign�ee ne peut se d�epla
er que sur sa toile, les parois, le plafond et le sol de la
hambre et se situe en S. Elle est rapide et peut attraper la mou
he en F1 si la distan
e�a par
ourir jusqu'�a 
ette derni�ere est inf�erieure �a 7:5 m�etres. L'araign�ee se demande,avant de se d�epla
er, si elle est 
apable de 
apturer la mou
he. �A quelle 
on
lusionparvient-elle? Justi�ez votre r�eponse par des 
al
uls. (2P.)b4) Avant que l'araign�ee aie pu terminer sa r�e
exion, la mou
he d�e
ouvre un trou dans latoile au point H et vole en ligne droite en dire
tion de 
e trou le long du ve
teur~s = 0� �8�4�1 1A :D�eterminez les 
oordonn�ees du point H. D�eterminez �egalement les 
oordonn�ees dupoint N (un point de la traje
toire de la mou
he situ�e entre F1 et H) qui est le pluspro
he de l'araign�ee a�am�ee situ�ee en S. (3P.)
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i
e 5: Probabilit�esLa poste �ele
tronique (e-mail) est un des moyens de 
ommuni
ation les plus importants aujourd'huipour les entreprises. De fa�
on inami
ale, une publi
it�e ind�esirable par e-mail appel�ee Spam, re-pr�esente une grosse partie de l'ensemble du tra�
 des e-mails.Pour prot�eger l'utilisateur du 
ot (Flut) de spams, les fournisseurs de servi
es d'e-mails utilisentdes �ltres de spams. Ces derniers examinent tous les e-mails entrants et d�eterminent s'il s'agitd'un e-mail souhait�e ou d'un spam. Cela permet ainsi un tri des e-mails qui sont ensuite pla
�esdans deux dossiers di��erents appartenants au destinataire (Empf�anger) : un dossier \Posteingang"pour les e-mails souhait�es et un dossier \Spam-Ordner" pour les spams.a) Une m�ethode largement r�epandue pour d�ejouer les �ltres de spams �etait jusqu'�a r�e
emmentle m�elange des lettres d'un mot. Cal
ulez le nombre d'arrangements di��erents de lettresobtenus par l'utilisation de 
ette m�ethode sur le mot "haarausfall\. (1.5P.)b) Anna trouve dans son dossier \Spam-Ordner" 15 e-mails ave
 des atta
h�es (Anhang). Parmi
eux-l�a, quatre 
ontiennent un virus qui se r�epand dans l'ordinateur quand l'atta
h�e estouvert. Anna ouvre au hasard l'atta
h�e de trois e-mails. Quelle est la probabilit�e qu'Annaa
tive au moins un virus? (1.5P.)Selon une statistique datant de f�evrier 2007, 81% des e-mails envoy�es sont des Spams et seulement19% sont des e-mails d�esir�es. Plus un �ltre de spams est 
apable d'identi�er 
omme spam un e-mail qui est e�e
tivement un spam plus il est eÆ
a
e; de même, moins il d�esigne, par erreur, une-mail d�esir�e 
omme spam plus il est eÆ
a
e. Les meilleurs �ltres de spams a
tuels re
onnaissent99.97% des spams 
omme tels et ne se trompent que dans 0.025% en 
lassant 
omme spam dese-mails souhait�es.
) Une grosse �rme re�
oit 
haque jour 2500000 e-mails. Combien d'e-mails d�esir�es sont perdus
haque jour par la �rme dû l'intervention du �ltre de spams? (2P.)d) Quelle est la probabilit�e qu'un e-mail re�
u par un employ�e dans le dossier \Posteingang"soit un spam? Construisez pour 
ela un diagramme en arbre. (3P.)Dans le 
as o�u vous ne parvenez pas r�esoudre le probl�eme, e�e
tuez les 
al
uls qui suiventen utilisant une probabilit�e de 0.128% d'avoir un spam dans le dossier \Posteingang".e) Un employ�e a dans son dossier \Posteingang" 200 e-mails. Quelle est probabilit�e qu'il trouveparmi 
es derniers exa
tement trois spams? (2P.)
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i
e 6: Arithm�etiqueSoit un nombre d'exa
tement dix 
hi�res qui satisfait les exigen
es suivantes :� Chaque 
hi�re de 0 �a 9 apparâ�t exa
tement une fois.� Les nombres 
onstruits �a partir des n premiers 
hi�res sont divisibles par n sans qu'il y aiede reste (n = 1; 2; 3; : : : ; 9; 10).Nous 
her
hons 
e nombre.\Mauvais exemple": Le nombre de dix 
hi�res 1234567890, dans lequel 
haque 
hi�re apparâ�texa
tement une fois, est 
erte1 divisible par 1,12 divisible par 2,123 divisible par 3,mais 1234 n'est pas divisible par 4.Seule une des propositions partielles a) �a f) qui suivent 
orrespond au nombre re
her
h�e. Pour
ha
une des propositions inexa
tes montrez de quelle fa�
on les exigen
es ne sont pas satisfaites.Trouvez la proposition partielle qui satisfait toutes les 
onditions et d�eterminez enti�erement lenombre re
her
h�e.(a) 3 0 9 6 _ _ _ _ _ _(b) 3 _ 5 6 _ _ _ _ _ 0(
) 3 _ _ 6 _ 4 7 _ _ _(d) 3 8 _ 9 5 _ _ _ _ _(e) _ 8 _ _ _ 4 7 6 _ _(f) _ 8 _ 6 _ _ 7 _ 1 _ (5P.)
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